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1 Einleitung

In dieser Arbeit werden wir uns mit der Untersuchung von deterministischen Modellen zur
Beschreibung der Ausbreitung von Krankheiten beschéftigen. Es werden dafiir zwei Modelle
betrachtet.

Das endemische SIR-Modell beschreibt allgemein Infektionskrankheiten, bei denen gesun-
dete Individuen eine Immunitéat erhalten. Das Ross-Malaria-Modell beschreibt hingegen nur
die Malaria.

Die Krankheitsiibertragung bei diesen Modellen ist sehr verschieden. Wir werden unter-
schiedliche Aspekte der Modelle untersuchen und Aussagen iiber die Krankheitsverlaufe her-
leiten.

Aus medizinischer Sicht interessiert bei der Untersuchung von mathematischen Modellen
zur Krankheitsbeschreibung zum einen die Frage, unter welchen Umstadnden eine Krankheit
ausstirbt oder fortbesteht und zum anderen die Frage nach dem Verlauf eines Krankheits-
ausbruches. Mathematisch lasst sich die Frage nach dem Fortbestehen der Krankheit mit der
Untersuchung von Gleichgewichtspunkten der Modelle beantworten. Darauf werden wir in
Abschnitt 2.3 und Abschnitt 3.3 eingehen.

Als wichtigen Parameter werden wir dabei die Reproduktionsrate erhalten. In der Medi-
zin bezeichnet diese die Anzahl der Folgeerkrankungen, die eine Infektion eines Individuums
zur Folge hat. Wir werden dabei sehen, wie die verschiedenen Parameter der Modelle in die
mathematische Reproduktionsrate eingehen.

Stirbt die Krankheit nicht aus, ist man an der Wirkung von Préventionsmafnahmen inter-
essiert. Unter diesen werden wir Impfung und Quaranténe in Abschnitt 2.4 untersuchen. Als
wichtiges Resultat werden wir dabei die kritische Durchimpfung fiir eine Krankheit erhalten.

Mit der Prognose von Krankheitsverldufen werden wir uns in Abschnitt 2.5 befassen.



2 Das endemische SIR-Modell

2.1 Modellierung

In diesem Kapitel orientieren wir uns an Kapitel 10 in [1].
Fiir die Modellierung von Epidemien und Endemien wird die Population in Klassen auf-

geteilt:
S ... Die Klasse der infizierbaren Individuen. (vom Englischen susceptibles)
I... Die Klasse der infizierten Individuen (vom Englischen infected)

R ... Die Klasse der Individuen, die aus dem Krankheitsprozess ausgeschieden sind, d.h. nicht

mehr infizierbar und nicht mehr infektios sind. (vom Englischen removed)

Die Individuen in R kénnen beispielsweise immun sein oder unter Quaranténe stehen.

Das endemische SIR-Modell soll eine Endemie modellieren, bei der es zu einer Immuni-
sierung von Individuen kommen kann. Bei einer Endemie erstreckt sich die Erkrankung der
Population iiber einen lingeren Zeitraum. Deswegen ist es notwendig, Geburts- und Sterbepro-
zesse mit zu beriicksichtigen. Beispiele fiir Endemien mit Immunisierung sind Mumps, Masern
oder Windpocken.

Wir nehmen hier an, dass die Geburten- und Sterberate gleich hoch ist, sodass die Grofse
der Population konstant bleibt. Weiterhin wird angenommen, dass Neugeborene noch keine
Immunitét besitzen konnen, dass die Krankheit zu keiner erhchten Sterblichkeit fithrt und die
immunisierten Individuen ebenfalls keine geringere Lebenserwartung haben.

Ist b die Geburtenrate, so wachst die Anzahl der infizierbaren Individuen konstant mit bV,
wobei N die Grofe der Population ist. Da wir eine konstante Gesamtbevolkerung annehmen,
nimmt die Grofle der Klasse S gleichzeitig mit dem Faktor —bS ab.

Damit es zur Ansteckung kommen kann, muss ein gesundes Individuum auf ein krankes
Individuum treffen. Dafiir gibt es ST Moglichkeiten. Sei ¢ die Kontaktrate. Dann treffen ¢ST
Individuen pro Zeiteinheit aufeinander. Ist d die Wahrscheinlichkeit, mit der sich ein gesundes
Individuum bei einem Aufeinandertreffen mit einem kranken Individuum infiziert, so infizieren
sich ¢dIS Individuen pro Zeiteinheit. Dabei nennt man cd =: r Infektionsrate.

Die Grofse der Klasse S nimmt also mit —rST ab und die Grofe der Klasse I wéchst mit

rSI . Es ergibt sich fiir S somit die Differentialgleichung

S =bN —1rSI —0bS.

Wir nehmen an, dass die Gesundung von Individuen zuféllig mit einer Rate a > 0 erfolgt. Die
Klasse I nimmt dann mit dem Betrag —al ab. Da wir annehmen, dass gesundete Individuen
immun gegen die Krankheit sind, nimmt die Klasse R gleichzeitig mit dem Betrag al zu.
Aufserdem sterben auch in den Klassen I und R die Individuen mit der konstanten Sterberate
b.



Haben wir zusétzlich noch Anfangswerte S (0) = So, I (0) = o, R(0) = Ry gegeben, so
ergibt sich wie in [1, S. 30] und [5, S. 8] das Anfangswertproblem

S = bN —rSI —bS
I=rSI—al —bl
. (1)
R= al — bR
S(0)= Sy, I(0)=1I,, R(0)=Rj.

Man kann dieses System von Differentialgleichungen auch als Diagramm, wie in [6, S. 96],

darstellen:

bN rST al

S I R.

[T

Die Grofe %M hat dabei eine anschauliche Bedeutung. Betrachten wir nur das Verhalten

der Anzahl von infizierten Individuen ohne Neuinfektionen, so erhalten wir die Differential-

gleichung I = — (a + b) I. Zusammen mit der Anfangsbedingung I (0) = Iy wird daraus ein

% — ef(aer)t

die relative Haufigkeit von noch erkrankten Individuen, die sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 infiziert

Anfangswertproblem mit der Losung I (¢) = Ipe~(@+9! Die Funktion gibt dann
haben, zum Zeitpunkt ¢ an. Skalieren wir nun diesen Term mit a + b, so erhalten wir eine
Wahrscheinlichkeitsdichte f (t) := (a + b) e~ (@), Eine Zufallsvariable X mit dieser Dichte
beschreibt die Dauer, die ein Individuum infektios ist. Nun kénnen wir die erwartete Dauer

einer Infektion berechnen. Es ist

E[X] = /0 tf(t)dt = [te’(‘“rb)t}:o - /O e (ath)tgy — a1+b

Die erwartete Dauer der Infektion ist also gerade %—&—b' Analog erhilt man é als erwartete
Heilungsdauer.

Nun werden wir (1) noch normieren, sodass wir im Folgenden nur noch relative Haufigkeiten
betrachten, und die Zeit auf die erwartete Infektionsdauer skalieren. Dazu fiihren wir neue

Funktionen s,y und r ein mit

sy =20 yarnn=L0 rarpn=LL
Es folgt mit 7 = (a + b) t
as() 4
TN &s((a—l—b) )—53(7)(a+b).

Dies ist daquivalent zu



d d 1
w0 = P05y
b r b S(t)
B a+b_N(a+b)S(t) ()_a+bT
b N ST b

- a—l—b_a—i—b N N _a+bs(T)

b rIN
= 1— — .
(s () - s (D ()
Wir definieren nun die Konstanten R := ;—fb und « = aLer und bezeichnen 7 im Folgenden
wieder mit ¢. Dann folgt
=a(l—s)—Rsy.
Analog erhalten wir
d d 1
Ey () = a I(t )m
o S(t) +b I
= s v (O oo
_ N S@) 1)
T v A

= Rs(r)y(r) —y(7)

und

d d 1
—r(r) = dtR( )m
a I(t) b R()

a+b N at+b N

_ <1—a_bi_b>y(7)—ozr(7')

= (1-a)y(r)—ar(n),

sodass wir insgesamt, wie in [1, S. 31|, das neue Anfangswertproblem

s=a(l—s)—Rsy
Y= Rsy—y
r=(1-a)y—ar

5(0) = s0, y(0)=wo, 7(0)=ro

erhalten, wobei sg = %, Yo = I—]\(} und rg = %_

Auch R hat eine anschauliche Bedeutung. Wir haben r als Infektionsrate eingefiihrt, also
als jenen Anteil einer Menge von Individuen, der sich pro Zeiteinheit an einem infizierten

Individuum anstecken kann. Daher ist r N die Anzahl von Individuen, die sich pro Zeiteinheit



Krankheit R

Diphtherie 4-6
Keuchhusten 13-17
Masern 12-13
Mumps 4-7
Pocken 3-5
Polio 6
Roteln 6-7
Scharlach 5-7
Windpocken 9-10

Tabelle 2.1: Reproduktionsraten, Quelle: [1]

bei einem erkrankten Individuum infiziert, falls die Anzahl der infizierbaren Individuen N
konstant bleibt.Wir multiplizieren diese Grofe nun noch mit der erwarteten Infektionsdauer.
Damit erhalten wir die Anzahl an Individuen die von einem infizierten Individuum in der
erwarteten Infektionsdauer infiziert werden, wenn die Anzahl der infizierbaren Individuen N
konstant bleibt. Man nennt R daher auch die Reproduktionsrate des Systems (1).

Zu Beginn eines Krankheitsausbruchs ist bei einer groffen Bevolkerung S =~ N und R ist
dann ungefdhr die Anzahl der Folgeerkrankungen, die eine Infektion zur Folge hat.

Wie wir in Abschnitt 2.3 sehen werden, bestimmt R im Wesentlichen den Verlauf einer
Krankheit und ist somit viel aussagekriftiger als die Infektionsrate r. Diese kann auch fiir die-
selbe Krankheit stark schwanken, da die Kontaktrate mit wachsender Bevilkerung abnimmt.
Bei der Reproduktionsrate wird dies durch die Multiplikation mit N ausgeglichen, wodurch die-
se dann im Wesentlichen nur noch vom Verhéltnis der Infektionswahrscheinlichkeit zur Infek-
tionsdauer abhéngt. Dadurch kann man die Reproduktionsrate fiir verschiedene Krankheiten

angeben. In Tabelle 2.1 sind die Reproduktionsraten einiger Infektionskrankheiten angegeben.

2.2 Losbarkeit

In diesem Kapitel werden wir den globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz verwenden. Dieser
ist in [3, S. 110] zu finden.
Wir wollen zunéchst nachpriifen, ob die Gesamtpopulation von (2) auch wirklich konstant

ist, wie in Abschnitt 2.1 behauptet. Dazu definieren wir n := s + y + r. Dann gilt

n o= §+y+r
= a(l—s)—Rsy+Rsy—y+(1—a)y—ar
= a—as—ay—ar
= a(l—-s—y—r)
= a(l—n)

Die rechte Seite f (t,u) = a (1 —u) dieser Differentialgleichung geniigt fir ganz R x R, also

insbesondere lokal, einer Lipschitzbedingung mit der Lipschitzkonstanten «. Wir sehen, dass



die Differentialgleichung n = a (1 — n) den Gleichgewichtspunkt n = 1 besitzt. Das Anfangs-

wertproblem

n = a(l—n)

n(0) =

besitzt damit die auf ganz R definierte Losung n = 1. Nach dem globalen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz ist diese Losung eindeutig bestimmt. Die Gesamtpopulation ist also wirklich
konstant.

Nun zeigen wir, dass die rechte Seite von (2) einer lokalen Lipschitzbedingung geniigt
und die Differentialgleichung somit nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz eine
eindeutige maximal fortgesetzte Losung hat. Dafiir verwenden wir einen Mittelwertsatz aus
[2, S. 56]

Mit diesem Mittelwertsatz werden wir nun zeigen, dass die rechte Seite des Systems von

Differentialgleichungen (2) einer lokalen Lipschitzbedingung geniigt, denn es gilt:

Satz 1. Sei f : RY — RY stetig differenzierbar. Dann gendigt f einer lokalen Lipschitzbedin-
gung.

Beweis. Es bezeichne ||-||_ im Folgenden die Maximumsnorm auf dem R%. Sei ug € R%,r > 0
beliebig. Dann gilt fiir a,b € B (ug, )

IF )= f @l = max |fi(b) = fi(a)

90y

=  max | fi () (b —a)], fiir ein & € [a;b] nach dem MWS
d
|2 G (€ 00
d
Jr
(Za>w\

<  max
k:l, 7
d O fx
< max  max - b—a
Q%%mm;%ywuwu

Da f stetig differenzierbar ist und somit alle partiellen Ableitungen stetig sind sowie die Summe

stetiger Funktionen wieder stetig ist, wird das Maximum in B (ug,7) angenommen. O

Die rechte Seite von (2) ist stetig differenzierbar, da alle partiellen Ableitungen existieren
und stetig sind. Somit geniigt sie einer lokalen Lipschitzbedingung und die Losung von (2) ist
nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz eindeutig bestimmt.

Wir wollen nun tiberpriifen, ob (2) fiir positive Anfangswerte auch eine positive Losung
hat, d.h., ob eine Losung fiir das modellierte Verhalten auch Sinn ergibt. Dazu beweisen wir
eine etwas abgednderte, fiir uns ausreichende, Version eines Satzes zur Quasipositivitat aus |1,
S. 150]



Satz 2. Sei f: R4 — RY stetig und geniige einer lokalen Lipschitzbedingung. Es gelte fiir ein
ke{l,...,d}: Aus x; = 0 folgt fi (x) > 0. Dann gilt ug (t) > 0,t € [0,00) NI, fiir die Losung

des Anfangswertproblems

u(t) = f(u(t))
w(0) =y,

falls uf > 0. Dabei bezeichne I > 0 das mazimale Ezistenzintervall.

Beweis. Aufgrund der lokalen Lipschitzbedingung und der Stetigkeit von f ist das Anfangs-
wertproblem nach dem globalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz eindeutig lésbar auf einem
maximalen Existenzintervall.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass fi (x) > 0ist, falls z;, = 0 firein k € {1,...,d}. Sei
also uf (0) > 0. Angenommen, es existiert ein t; > 0, sodass uy, (t1) < 0ist. Da u stetig ist, muss
ein to < tj existieren, sodass ug (t2) = 0 und wuy (t) < 0 fiir eine Umgebung (to,ta +€1) 3 1.
Dann ist aber 4y (t2) = fi (u(t2)) > 0 und ag (t) > 0 aufgrund der Stetigkeit von @ fur
t € (ta,t2 + €2). Somit gilt fiir ¢ € (ta,t2 + min{e1,e2})

0>up(t) = uk(tz)-l-/ﬂk(f)df

t2

- /tuk<£>d§>o

to

Dies ist ein Widerspruch.
Wir betrachten nun den Fall, dass f (z) = 0 ist, falls z; = 0 fir ein & € {1,...,d}.
Angenommen, es existiert ein ¢ > 0, sodass uy (t1) < 0 ist. Da u stetig ist, muss wieder ein

to < t; existieren, sodass uy (t2) = 0. Wir definieren f : R — R wie folgt:

- i@y, 21,0, 28, ..., 2q-1) Jr j < k
fi (@) =

’
fj+1(xla"'7xk’—170>$k7---7xd—1) ,furJZk:

Dann gentigt f ebenfalls einer Lipschitzbedingung und somit hat das Anfangswertproblem

o) = J)

v (tg) = [u1 (tg) yeee s U1 (tg) , k41 (tg) e ,ud]T

ebenfalls eine eindeutige Losung v.
Die Funktion @ mit @ (£) := [vy (£),...,vp—1 (£),0,0% (£),...,v4—1 (t)]" ist dann eine Lo-

sung des Anfangswertproblems

w(t) = f(w(t))
w(tQ) = u(tz).



Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung stimmen u und @ tiberein. Die Losung uy, wére konstant
0. Sie kann also insbesondere nicht negativ werden. Dies steht im Widerspruch zur Annahme.
O

Nun kénnen wir die Voraussetzung von Satz 2 fiir unser Modell (2) nachpriifen. Es ist
$=a>0firs=0,y =0 fir y =0 sowie » = (1 — «) y. Daraus folgt s > 0 und y > 0. Da
(1 —a) > 0 ist, folgt damit auch r > 0 fiir positive Anfangswerte.

Die Losungen ergeben also wirklich Sinn. Aufierdem haben wir schon gezeigt, dass die
Gesamtpopulation konstant gleich 1 ist, wenn fiir die Anfangsdaten so+yo+79 = 1 gilt. Damit
wissen wir nun auch, dass in diesem Fall die Losungen durch 1 beschrankt sind. Die Losung
kann also fiir ¢ — oo nicht explodieren. Die rechte Seite von (2) ist unabhéngig von ¢ und geniigt
somit insbesondere auf ganz R einer lokalen Lipschitzbedingung. Aus dem globalen Existenz-
und Eindeutigkeitssatz folgt dann, dass die Losung auf einem maximalen Existenzintervall
(£,00),—00 < & < 0 und somit insbesondere auf dem fiir uns wichtigen Intervall [0, c0)

existiert.

2.3 Gleichgewichtspunkte und Stabilitat

In diesem Abschnitt benutzen wir den Satz iiber die linearisierte Stabilitéat. Er ist in [3, S. 228|
nachzulesen.

Die Untersuchung der Stabilitdt ist angelehnt an den Beweis des Satzes iiber die Stabili-
tatsaussagen in [1, S. 32].

Wir haben in 2.2 gezeigt, dass s +y +r = 1 und somit r = 1 — s — y ist. Da aufterdem die
Differentialgleichungen fiir s und y unabhéngig von r sind kénnen wir uns auf die Untersuchung

der Differentialgleichungen
s=a(l—s)—Rsy 3)
Y= Rsy—y
beschrénken.
Wir werden zunéchst die Gleichgewichtspunkte berechnen sowie versuchen, Schwellenwer-
te fiir R in Bezug auf die Stabilitat der Gleichgewichtspunkte zu finden. Gesucht sind also

Losungen fiir das Gleichungssystem

a(l—s)—Rsy = 0,
Rsy—y = 0.

Die zweite Gleichung ist fiir y = 0 erfiillt. Daraus ergibt sich der erste Gleichgewichtspunkt

(1,0). Ist y # 0, so folgt aus der zweiten Gleichung s = % und durch einsetzen in die erste
Yy=a (1 — %) Wir erhalten also das krankheitsfreie Gleichgewicht (1,0) und das endemische

Gleichgewicht (%, Q@ (1 — %))



Wir wollen zunéchst (1,0) mit dem Satz iiber die linearisierte Stabilitdt untersuchen. Mit

flsy) = [a(l —5) —Rsy]

Rsy —y

erhalten wir

f (s,9) = [‘“ ~Ry Rs ] .

Ry Rs—1
Es ist also
— -R
"1,0)= | ¢
£ 0 [0 R_J

mit dem charakteristischen Polynom x (A\) = (—a — A) (R — 1 — ). Daraus ergeben sich die
Eigenwerte A\ = —a und Ay = R — 1. Der Eigenwert A; ist wegen « > 0 negativ. Es ist ferner
A2 < 0, falls R < 1. Somit ist (1,0) asymptotisch stabil fiir R < 1. Fiir R = 1 ist keine
Aussage moglich und fiir R > 1 ist das krankheitsfreie Gleichgewicht instabil.

Auflerdem erhalten wir

1 1 —aR -1
(4-6-4)-
/ (R ( R a(R-1) 0
mit dem charakteristischen Polynom yx (A\) = (—aR —A)(=A) + Ra — a = A2 + aRA +

a (R —1). Daraus ergeben sich die Eigenwerte A; = —% - \/O‘QFQ —a(R—1) und A2 =

—% + \/O‘ZTQ —a(R —1). Der Eigenwert A; hat immer negativen Realteil. Ist 0‘252 —

a (R —1) > 0 bei g, so muss 2% > \/azfQ —a (R —1) sein, da fiir 0‘2122 —a(R-1)<0
der Realteil R (\) = —% < 0 ist. Die Bedingung

aR a?R2
ar —a(R-1
7 \/ 7 (R-1D

ist dquivalent zu

0>—-a(R—-1).

Dies ist fir R > 1 erfiillt. Somit ist das endemische Gleichgewicht asymptotisch stabil fiir
R > 1. Diese Bedingung ist nur hinreichend. Fir R < 1 ist aber a( — %) < 0 und kann
somit fiir positive Anfangswerte nicht erreicht werden.

Die Stabilitdtsaussagen sind bisher nur lokal. Im Folgenden wollen wir globale Attraktivitét

nachweisen. Dazu beweisen wir zunachst einen Satz:

Satz 3. Es gelte v < f (t,v). Die Funktion f sei stetig und geniige einer lokalen Lipschitzbe-
dingung. Ist v stetig differenzierbar, ezistiert v auf ganz [tg,o0) und gilt v (tg) = vo, so folgt



v(t) <ul(t),t € (to,00) fiir die Losung u des Anfangswertproblems

@ = f(tu) t>0

u(ty) = wo,

das ebenfalls eine Losung auf ganz [tg, 00) besitze.

Beweis. Da v (tg) < f (to,v (to)) = f (to,v0) = f (to,u(to)) = u(to) ist und die Ableitungen
stetig sind, existiert ein € > 0, sodass © () < u (t) fiir t € [tg,€) und somit ist

t t
v (t) :v0+/ 0(s)ds < vo+/ u(s)ds =u(t) fir t € (tg,¢).
to to
Angenommen, es existiert ein t; > tp, sodass u (t1) < v (¢1). Dann muss aufgrund der Stetigkeit
ein ty > g existieren, sodass v (t2) = u (t2). Sei t minimal gewéhlt mit dieser Eigenschaft. Es
ist dann v (t2) < f (t,v (t2)) = f (t,u (t2)) = @ (t2) und somit existiert aufgrund der Stetigkeit
der Ableitungen ein €2 > 0, sodass @ (t) > o (¢) fiir ¢ € (t2 — €2, t2]. Es gilt dann

v(ty) = v(t2—52)+/tt2 o (s) ds

2—E€2

< u(t2—€2)+/tt2 0 (s)ds

2—€2

< u(t2—52)+/tt2 i (s) ds

2—E2
= u(ta)

Dies ist ein Widerspruch, da v (t2) = u (t2) angenommen wurde. Somit folgt die Behauptung.
O

Wir untersuchen nun den Fall R < 1. Wir wollen die globale Attraktivitét fiir Anfangswerte
aus M = {(s,y) € R? : 5,y > 0,s + y < 1} zeigen. Fiir sy = 1 folgt yo = 0 und wir haben die
konstante eindeutige Losung s = 1 und y = 0. Sei also im Folgenden sy < 1. Dann folgt aus
der Eindeutigkeit der Losungen s (t) < 1 fiir alle ¢ > 0. Denn angenommen es gibt ein t* so
dass s (t*) = 1 ist. Dann folgt wegen s+y < 1 und y > 0, dass y = 0 sein muss und die Lsung
wiirde fiir t > t* mit der Losung fiir die Anfangswerte sg = 1 und yg = 0 iibereinstimmen.
Dies ist ein Widerspruch zur Eindeutigkeit der Losungen.

Da s < 1 und y > 0 ist, folgt dann § = Rsy —y < (R —1)y. Mit Satz 3 folgt y (¢t) <
yoeR=t und wegen (R — 1) < 0 gilt dann y (t) 2% 0. Es gilt aufterdem

%(1*8) = —$=-a(l—-s)+Rsy
s<1
z a (1-s)+ Ry
< —a(l—s)+ RypeRDt,

10



Als Losung des Anfangswertproblems

u+au = Ryoe(R_l)t

u(0) = 1—s0
erhalten wir mit der Formel von Duhamel fiir « #1 - R

—a YR R-1)t _ _—at
= (1— t, Yo ( (R—-1)t _ )
u(t)=(1—-sp)e +a—|—(7€—1) e e
und fira=1-R
u(t) = (1 — sp) e + ygRte .

Mit Satz 3 folgt somit 1 — s (¢) < w(t). Fiir alle ¢t > 0 gilt wegen s < 1, dass 1 — s(t) > 0 ist.
Aufserdem gilt u (t) — 2% 0. Damit folgt 1 — s (t ) Z% 0.

Wir wollen nun die globale Stabilitét des Gleichgewichtspunkts (s, y«) = (%, « (1 — %))
fur die Menge M’ := M \ ([0,1] x {0}) zeigen, falls R > 1 ist. Dazu benutzen wir einen Satz
aus |1, S. 152]:

Satz 4. Sei M C R? eine abgeschlossene, positiv invariante Menge fiir die Abbildung (t,ug)
u (t,up), wobei t — u (t,up) die Losung des Anfangswertproblems

« = f(u), t>0

u(0) = wuo

ist, und ® € C(M,R) eine strikte Ljapunov-Funktion. Dann konvergiert jede beschrinkte
Lésung des Anfangswertproblems mit Anfangswerten in M fiir t — oo gegen einen Gleichge-
wichtspunkt in € == f~1(0)N M.

Die Menge M wird positiv invariant genannt, falls u (¢,u9) € M fiir up € M und t > 0.
Die Funktion ® heift Ljapunov-Funktion, falls die Funktion ¢ (¢) = ® (u (¢)) auf R4 monoton
fallend ist, und strikte Ljapunov-Funktion, falls die Funktion ¢ (¢) = ® (u (¢)) auf R fiir jede
nicht konstante Losung des Anfangswertproblems streng monoton fallend ist.

Die Menge M’ ist, wie wir in Abschnitt 2.2 gezeigt haben, positiv invariant fiir unser
Problem (3). Wir miissen also eine Ljapunov-Funktion auf M’ konstruieren. Als Ansatz dafiir
nehmen wir, dhnlich wie schon fiir R < 1, zunéchst die Funktion ¢ — % (s (¢) — s¢)?, die den

Abstand von s zu s, misst. Dann folgt

55(8—8*)2 = (3 S4) §
a—as—Rsy)

«) (
= (a—i—————as—Rsy)

= (s— s« (%—I—a(l—)—as—Rsy)
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= (5 — 54) (@s4 + Rssysx — as — Rsy)

—~~

—a (s — 8x) + Rsxys — Rsy)
+ (5= 54) (= — Rsy)
+ sys — Rs%y — SuUs + 5Y

Wegen a, R,y > 0 sehen wir, dass die beiden vorderen Summanden nicht positiv werden
konnen. Fiir den letzten Summanden kénnen wir keine Aussage treffen. Wir miissen deswegen
unsere Funktion mit einem weiteren Term addieren, um diesen auszugleichen.
Als Ansatz dafiir nehmen wir die Funktion ¢ — S (y (t) — y«logy (¢)). Dann folgt
%ﬁ(y —ylogy) = By— By;y
= BRsy— By — BRsy« + By

Um (s — 8x) (Y — ys) = SY — S« — SYx + S«¥x zu erhalten, wihlen wir 8 = s, Wir setzen nun

P (u,v) =5 (s— 5¢)2 4 s (y — yx log y). Dann folgt

%@ (s,y) = —ar (s — 54)> = Ry (s — 5,)* < 0.

Die Funktion @ ist also eine Ljapunov-Funktion auf M’. Auferdem folgt wegen o > 0 aus
%@ (s,y) = 0, dass s = s, sein muss. Dann folgt aber auch, dass y = Rsy —y =y —y =0
ist und somit auch y konstant sein muss. Die Funktion ® kann also nur konstant fiir eine
konstante Losung sein. Somit ist ® eine strikte Ljapunov-Funktion.

Die Menge M’ ist aber nicht abgeschlossen. Wir werden nun eine abgeschlossene Menge
konstruieren, um Satz 4 anwenden zu konnen.

Fir v — 0 folgt logv — —oo und somit —s,y.logv — oo. Daraus folgt dann auch
® (u,v) — oo fiir v — 0 und jedes feste @. Somit ist die Menge N, := {(u,v) € M | ® (u,v) < ¢}
abgeschlossen. Sie kann eventuell auch leer sein.

Zum Beweis betrachten wir eine konvergente Folge (uy,v,) C N, und nehmen N, # ()
an, da die leere Menge abgeschlossen ist. Wir miissen nun zeigen, dass der Grenzwert (u*, v*)
dieser Folge wieder in N, liegt. Wegen ® (u,v) — oo firv — 0ist 1 > v, > e > 0fiirallen € N
und somit 1 > v* > ¢ > 0. AuBerdem ist 1 > u, > 0 und somit auch 1 > »* > 0. Daraus
folgt (u*,v*) € M’'. Wir nehmen nun (u*,v*) ¢ N, an. Dann folgt daraus ® (u*,v*) > c.
Dann ist aber auch ® (u,v) > ¢ fiir eine Umgebung von (u*,v*). Dies ist ein Widerspruch, da
(Un,vn) C N, angenommen war.

Die Menge N, ist also abgeschlossen. Aufserdem liegen wegen y, > 0, der positiven Invarianz
der Menge M’ und der Instabilitit des Gleichgewichtspunktes (1,0) fiir ein geniigend grofies
¢ der Startwert, der Gleichgewichtspunkt (s.,y), sowie der Graph der Losung in N,.. Diese

Menge ist dann also abgeschlossen und positiv invariant fiir unser Problem. Aufterdem ist ®
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eine strikte Ljapunov-Funktion auf N.. Nach Satz 4 folgt damit die globale asymptotische
Stabilitét von (s, ys).

Nun wollen wir noch den Fall R = 1 betrachten. Es existiert dann nur der Gleichgewichts-
punkt (1,0). Fiir diesen Fall erhalten wir aus dem Satz iiber die linearisierte Stabilitét keine
Aussage iiber die asymptotische Stabilitdt des Gleichgewichtspunktes.

Es folgt zunéchst y < 0 fiir s < 1. Da y nach unten durch 0 begrenzt ist, folgt, dass
y gegen einen Wert § > 0 konvergieren muss. Wie wir in Abschnitt 2.4 zeigen werden, muss
lim¢ o0 9 (t) = 0 sein. Dies ist entweder der Fall, wenn lim;_,, s (£) = 1 ist oder lim;_o0 y () =
0. Fiir den Fall limy_, o s (t) = 1 folgt ebenfalls limy_, o, y (¢) = 0. Somit stirbt die Krankheit
auch fiir diesen Fall aus.

Wir wollen nun noch limy_,, s (t) = 1 zeigen. Die Losung s ist genau dann streng monoton
wachsend, wenn y < M ist. Gilt nicht yp < M , S0 existiert ein t* > 0, sodass y (t*) =

W da y gegen 0 konvergiert sowie (1 On —> oo gilt fiir s — 0. Auflerdem ist dann

y(t) < )( D fiir eine Umgebung rechts von t*. Angenommen, dies gilt nicht. Dann folgt
(t) Oé(l S(t)) o

S(t =5 fiir eine Umgebung rechts von ¢*. Fiir den Fall y (¢) > @ — o muss
s < ( 5~ das heifit s (t) > s (t*) sein. Daraus folgt s (¢) > 0 fiir eine Umgebung rechts
von t*. Dies ist aber nur dann der Fall, wenn y () < ﬁ — o ist. Das ist ein Widerspruch
zur Annahme. Betrachten wir nun den Fall y () = ﬁ — « fiir eine Umgebung (t*,t* + ¢)
rechts von t*. Fiir diesen Fall folgt s(t) = s(t*) fir t € (t*,t* +¢), da dann $(¢t) = 0 fur
t € (t*,t* 4+ ¢) ist. Da aber y streng monoton fallend ist, stellt auch dies einen Widerspruch
zur Annahme dar.

Nun zeigen wir, dass §(t) > 0 fiir t € (t*, 00) bleibt. Daraus folgt dann lim; ,~ s (t) = 1.
Denn s ist nach oben durch 1 beschriankt und muss somit gegen einen Wert s < 1 konvergieren.
Daher muss limy_, o § (t) = 0 gelten. Dies ist nur fiir lim;_,~ s (¢) = 1 der Fall.

Dafiir geniigt es zu zeigen, dass y (t) < % — « bleibt fiir t € (t*,00). Angenommen, dies
gilt nicht. Dann muss aufgrund der Stetigkeit der beiden Funktionen ein ¢’ € (t*, 00) existieren,
sodass y (') = ﬁ — « ist. Es muss aber dann fiir ¢ aus einer Umgebung (¢’ —e,t¢'),e > 0,

links von #' gelten, dass

o

ist. Es gilt aber § — 0 fir ¢ —a — y und damit auch —aé% — 0 fiir % —a —y,das
streng monton wachsend und somit = beschrénkt ist. Damit gilt auch —as (%) ﬁ — 0 fiir
t — t'. Da ¢ stetig ist, nimmt g ein Maxnnum Umaz < 0 auf [t' —e,t'] an. Da —as (t) ﬁ fiir
t — t' von unten gegen 0 konvergiert, muss ein & > 0 existieren, sodass —as (t) ﬁ > Ymag
fir t € (t' — €', ¢') ist. Dies ist ein Widerspruch, da —as (t) ﬁ < Y (t) < Ymaz angenommen
war.

Somit ist auch im Fall R = 1 das krankheitsfreie Gleichgewicht (1,0) global asymptotisch
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Abbildung 2.1: Verldufe der Losungen fir « = 0.15, R = 0.9 (links) und R = 2 (rechts).

stabil.

Die Verlaufe der Losungen fiir verschiedene Werte von R kann man in Abbildung 2.1
erkennen. Um die Konvergenz gegen ein endemisches Gleichgewicht zu erkennen wurden hier
unrealistisch hohe Werte fiir o verwendet. Der Anteil der infizierten Bevolkerung wird in der
Realitdt sehr klein sein. Bei einer grofen betroffenen Bevolkerung, beispielsweise der eines

ganzen Landes, kann es jedoch trotzdem mehrere Tausend Infizierte geben.

2.4 Impfung und Quarantane

In diesem Abschnitt wollen wir die Auswirkung einer Impfung kurz nach der Geburt untersu-
chen. Dazu nehmen wir an, dass ein fester Anteil 0 < p < 1 von Neugeborenen geimpft und

ein fester Anteil ¢ = p — 1 nicht geimpft wird. Damit dndert sich (1), wie in [1, S. 35], zu

S = bgN —rSI —bS
I=rSI—al —bI
R = bpN +al — bR

S(0)= Sy, I(0)=1Iy, R(0)=Ry.

Wir skalieren und normieren das System wieder wie in Abschnitt 2.1 und erhalten wieder mit

7= (a+b)tund s (r) = 5,y (1) = v (r) = G sowie s = 5,90 = .70 = H und
_ N __b
R =05 2= am

$=a(qg—s)—Rsy
Y= Rsy—y
r=ap+(1l—a)y—ar

s(0) = so, y(0)=yo, 7(0)=ro.

Man kann analog zu Abschnitt 2.2 nachpriifen, dass die Gesamtpopulation wieder konstant

1 ist. Wir haben § = ag > 0fir s =0,y =0firy=0und 7 =ap+ (1 —a)y firr =0
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und erhalten wieder mit Satz 2, dass die Losungen positiv bleiben fiir positive Anfangswerte.
Auferdem sind die Differentialgleichungen fiir s und y wieder unabhéngig von r und es ist

r =1— s —y. Somit kénnen wir uns wieder auf die Untersuchung des Problems

$=a(q—s)—Rsy
J=Rsy—y (4)
s(0) = so, y(0)=yo

beschrinken. Das System geniigt einer lokalen Lipschitzbedingung nach Satz 1 und da die
Losung fiir positive Anfangswerte beschrankt ist, existiert wieder eine eindeutige Losung auf
ganz [0, 00).

Wir wollen nun die Gleichgewichtspunkte bestimmen. Aus der zweiten Gleichung folgt
y =0 oder s = % Fiir y = 0 folgt aus der ersten Gleichung s = ¢ und wir erhalten den ersten
Gleichgewichtspunkt (g,0). Fir y # 0 folgt aus der ersten Gleichung y = « (q - %) und wir
erhalten den zweiten Gleichgewichtspunkt (%, « (q — %))

Das Ziel ist es nun, die Krankheit durch Impfung zum Aussterben zu bringen. Dafiir darf es
kein endemisches Gleichgewicht geben. Das ist der Fall, wenn der zweite Gleichgewichtspunkt
nicht erreicht werden kann. Fiir negative Werte ist dies erfiillt. Wir erhalten also als Bedingung

- % < 0 oder dquivalent p > 1 — %

Wir setzen dies im Folgenden voraus und wollen zeigen, dass dann die Losung fiir Anfangs-

werte so, %0 > 0,50 +yo < 1 gegen (g, 0) konvergiert. Setzen wir die rechte Seite gleich f (s,y)

dann erhalten wir

, —a —Rs
s,y) =
[ (s,9) Ry Rs1
und somit -~ ~
, —a —Ryg
,0) =
f"(g,0) 0 Rg-1

mit den Eigenwerten A\; = —a und Ay = Rqg—1. Wegen a > 0 und ¢ < % sind die Eigenwerte
negativ und wir erhalten mit dem Satz iiber die linearisierte Stabilitéit, dass (g, 0) asymptotisch
stabil ist.

Wir wollen nun die globale Attraktivitdt von (g¢,0) fir ¢ < % und Anfangswerte aus
M := {(s,y) e R? : 5,y > 0,5+ y < 1} nachweisen. Dies zeigt dann, dass die Krankheit fiir
q < % ausstirbt.

Sei zunéchst yo = 0. Wir erhalten dann als Losung y = 0. Da die rechte Seite von (4) einer
lokalen Lipschitzbedingung gentigt, ist diese Losung eindeutig. Wir erhalten dann fiir s das
Anfangswertproblem

s+ as= aq

s(0) = sp.
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Mit der Formel von Duhamel erhalten wir die eindeutige Losung

t
s(t) = e s —i—/ e “Tqadr
0
= e (s0—q) +¢
Wegen a > 0 folgt daraus lim;_,~ s (t) = ¢. Somit ist (¢q,0) fiir yo = 0 global asymptotisch
stabil.
Sei nun yo > 0. Dann bleibt y (¢) > 0 fir alle ¢ > 0. Angenommen, dies ist nicht der Fall.

Dann existiert ein t* mit y (t*) = 0. Es sind dann s und y Losungen des Anfangswertproblems

U= a(q—u) — Ruv
U= Ruv —v

u(t™)y=s(t"), v(t*)=0.

Dies hat aber auferdem die Losungen v = 0 und u (t) = e~ (s (t*) —¢q) + ¢. Da y £ 0
ist, haben wir somit zwei verschiedene Losungen zu demselben Anfangswertproblem. Dies ist
ein Widerspruch, da das Anfangswertproblem eindeutig losbar ist.

Ist s (tg) < ¢ fiir ein tgp > 0, dann folgt, dass s (t) < ¢ fiir alle t > ty. Denn fiir den Fall
s(t*) = q gilt wegen y > 0, R > 0 und s (t*) > 0, dass

$(t") = ag—as(t’) —Rs(t")y(t")

< ag—aqg=0

ist. Aufgrund der Stetigkeit von $ folgt damit auch $(¢) < 0 fiir ¢ € (t* — 1,t* + €2). Fiir den
Fall t* = t¢ ist also s (t) = s (o) + fti) s(r)ydr =q+ ftz $(7)dr < g. Angenommen, es existiert
ein t* > to mit s (t*) = ¢. Dann wére s (t*) = s (t* — 1) +fti*_81 s(r)dr < q—ftt:_sl s(r)dr <
q. Dies ist ein Widerspruch. Damit ist s (t) < ¢ fiir ¢ > ¢.

Fiir diesen Fall folgt dann fiir ¢ > tg

y = Rsy—y
< Rqy—y
= (Rg—1)y.

Da g < % ist, ist (Rq — 1) < 0 und somit folgt mit Satz 3, dass y (t) < y (tg) eRe=D{=t0) fijy
t > tp und somit limy_, o y (¢) = 0 ist.
Es ist auRerdem wegen s < 1, R > 0 und y () < y (to) eRe=DE=10) fiir ¢ > ¢
d

a(q—s) = —$=—a(q—s)+ Rsy

< —a(g—s)+Ry(t) eRa—N—t0),
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Wir erhalten damit wieder mit Satz 3, dass

R
< g— < p—alt—to) (, _ _ Yo (Rg-1)(t—t0) _ ,—a(t—to)
0<qg—s(t)<e (q S(tO))—I_Rq—l—i—a(e e )

fiir « # 1 — Rq und
0<qg—s(t) <e ) (g—s(t)) + yoRte ¥~ (RaDio

fir « = 1 — R ist und somit limy o, ¢ — s(t) = 0 folgt. Wir haben also die asymptotische
Stabilitét von (g,0) fiir s(0) < g gezeigt.
Sei nun s (0) > g. Falls s > q ist, folgt wegen v > 0

Ss=aqg—as—Rsy <aqg—as <0.

Damit ist s streng monoton fallend. Gibt es ein ¢ty > 0, sodass s (tg) = ¢ ist, folgt die globale
asymptotische Konvergenz mit der vorherigen Untersuchung. Ist dies nicht der Fall, so gibt
es ein inf {s(¢):t >0} = w > ¢. Da s fiir s > ¢ streng monoton fallend ist, gilt dann

limy_, o0 $ (t) = w. Aukerdem muss limy_, o $ (t) = 0 gelten, da sonst

t
s(t):so+/ $(r)dr 2% —c0
0

gelten wiirde. Es ist

Jim 3(t) = lim ag—as(t) = Rs (t)y ()
< 1 —
< tlg)()ao aq — as(t)
= agq—aw.
Daraus folgt w = ¢. Es gibt dann ein ¢* > 0 mit s (t*) < #. Fiirt > t* gilt dann, da s streng

monoton fallend ist, ¢ (t) = Rsy —y < (R% - 1) y. Daraus folgt fiir ¢ > ¢t*mit Satz 3

-1
a+R=L

R t _
y(t) <y(t") e( 2 ) . Und wegen (RLQQI - 1) < 0 folgt dann lim; o y (t) = 0. Die

Krankheit stirbt also in diesem Modell fiir ¢ < % aus. Man nennt p:=1 — % daher auch die

kritische Durchimpfung.

Eine andere Moglichkeit, die Ausbreitung der Krankheit einzuddmmen, ist eine Quaranté-
ne. Es wird dabei angenommen, dass kranke Individuen mit einer festen Rate § isoliert werden.
In unserem Modell sind diese Individuen dann aus dem Ansteckungsprozess ausgeschieden und
werden somit in die Klasse R verschoben. Somit dndert sich a zu ' = a + §. Um das ende-

"N < 1,als0 8 >rN —a—b

mische Fortbestehen der Krankheit zu unterbinden, muss R = P

sein.
Man kann R auferdem durch die Verringerung von r oder N verkleinern. Es ist moglich

r beispielsweise durch verbesserte Hygienemafnahmen zu reduzieren. Die Reduzierung von
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Abbildung 2.2: Verlauf der Anzahl von Infizierten I nach Bestimmung der Anfangswerte Sy
und Ry bei zwei beobachteten Werten fiir die Zahl der Infizierten und unterschiedlicher Infek-
tionsrate r

N ist in der Praxis nur bedingt moéglich. Bei Tieren wird die Gesamtpopulation gelegentlich

durch Keulung verringert.

2.5 Simulationen und Prognosen

In diesem Abschnitt werden wir versuchen, Krankheitsverldufe zu simulieren und somit Pro-
gnosen fiir den Krankheitsverlauf zu erstellen. Wir werden dies am Beispiel der Grippe im
Winter zwischen den Jahren 2010 und 2011 versuchen.

Das Problem, das bei der Prognose von Krankheitsverlaufen auftritt, ist, dass man im
Allgemeinen nur Informationen iiber eine Klasse hat. Zudem ist die Infektionsrate unklar. Die
Geburtenrate ist im Allgemeinen bekannt. Die Heilungsrate ist bei gew6hnlichen Krankheiten
als Kehrwert der erwarteten Heilungsdauer ebenfalls leicht durch Beobachtungen zu bestim-
men. Haben wir es jedoch mit gefdhrlicheren oder neuen Krankheiten zu tun, so ist diese Grofe
ebenfalls unbekannt, da nun die Rate, mit der erkrankte Individuen unter Quaranténe gestellt
werden, unbekannt ist.

Je nachdem welchen Krankheitsausbruch man untersucht, kann man entweder Informatio-
nen iiber die Klasse I oder {iber die Klasse R durch die erfassten Krankheitsfélle erhalten.
Wenn man beispielsweise die Grippe betrachtet, sind die erkrankten Personen nach der Dia-
gnose immer noch infektios fiir ihre Mitmenschen, da sie in der Regel wieder nach Hause gehen.
Das heifst, wir erhalten die Anzahl der Personen, die neu in die Klasse I hinzukommen. Bei
gefahrlicheren Krankheiten, wie SARS, der Vogel- oder Schweinegrippe, werden die Patienten
dagegen sofort unter Quarantine gestellt. Wir erhalten also in diesem Fall die Anzahl der
Personen, die neu in die Klasse R hinzukommen.

Im zweiten Fall kann man die Gesamtgrofse der Klasse R einfach durch die kumulative
Summe der Neumeldungen erhalten.

Im ersten Fall ist dies nicht moglich, da man hier beriicksichtigen muss, dass die Personen

gesunden, bzw. zu einem geringen Anteil auch sterben. Nehmen wir an, dass wir die Zahl der
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17 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Iy, 71 95 159 | 278 | 548 | 2095 | 3864 | 4971 | 6364
tk 9 10 11 12 13 14 15 16 17
I, || 7105 | 6035 | 4648 | 3808 | 2862 | 2797 | 1686 | 1143 | 699

Tabelle 2.2: Daten fiir die Grippesaison 2010/11

Neuinfektionen Iy, I1, .. ., I, zu den Zeitpunkten 0, ¢4, ..., t, gegeben haben. Zum Zeitpunkt ¢;

sind dann nach unserem Modell noch e~ (a+0)

t1 [y Personen vom Zeitpunkt 0 erkrankt und somit
insgesamt I; := fl + e_(a"'b)tlfo Personen erkrankt. Zum Zeitpunkt to sind noch e_(a+b)t2f0
Personen vom Zeitpunkt 0 und e~ (@+0)(t2=%1) [} Personen vom Zeitpunkt ¢; erkrankt. Insgesamt
erhalten wir somit Iy := fQ + e_(a+b)(t2_t1)fl + e_(‘”b)t?fo infizierte Personen zum Zeitpunkt

ts. Mit tg := 0 haben wir also

k
I = Z fie_((l'f'b)(tk—ti)
=0

infizierte Personen zum Zeitpunkt ¢j.
Im ersten Fall haben wir dann Werte Iy,..., I, fiir die Klasse I zu den Zeitpunkten
0,t1,...,t, gegeben. Fiir gegebene Werte Sy, Ry sowie eine Infektionsrate r kénnen wir das

Anfangswertproblem lésen. Diese Losung bezeichnen wir mit u'fso Ro)’ Wir definieren

¢ (r, So, Ro) = H [ugsoﬁo) (81) sy gy oy (t0)| = [0, Il
Um die beobachteten Werte bestmoglich zu approximieren, miissen wir dann das Problem

min 2 (’I”, SOa RO)
unter r>0,5)>0,Ry >0

16sen. Fiir gegebene Werte Ry, ..., R, kann man das Problem analog definieren.

Dieses Problem ist im Allgemeinen nicht einfach zu l6sen. Es besitzt zundchst keine ein-
deutige Losung. Das kann man in Abbildung 2.2 erkennen. Es waren dabei zwei beobachtete
Werte der Klasse I zum Zeitpunkt 0 und 4 gegeben. Nun wurde die Infektionsrate verdndert
und dazu die Anfangswerte Sy und Ry fiir die bestmdgliche Approximation bestimmt. Dafiir
wurde die Single-Shooting-Method verwendet. Man sieht, dass fiir jede gegebene Infektionsrate
passende Anfangswerte fiir eine exakte Approximation gefunden wurden.

Aufserdem hat sich bei der Erstellung einer Simulation gezeigt, dass die Konvergenz der
benutzten Losungsmethode stark von den gewéhlten Startwerten abhéngt.

Wir wollen nun versuchen, Prognosen fiir die Grippesaison 2010/2011 zu erstellen. Die
Daten dazu findet man in [8, S. 27]. Aus den gemeldeten Krankheitsféllen kénnen wir, wie
oben beschrieben, die Anzahl von Personen in der Klasse I berechnen. Die Daten sicht man
in Tabelle 2.2.

Die Ergebnisse der Prognose nach 4 bzw. 5 Wochen sieht man in Abbildung 2.3. Wie man
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Abbildung 2.3: Ergebnisse fiir die Prognose nach 4 und 5 Wochen

erkennen kann, liegt die Prognose nach 4 Wochen noch weit daneben. Die Krankenzahlen
steigen ab Woche 5 viel stiarker als erwartet. Dagegen ist die Prognose nach 5 Wochen schon
sehr gut.

Man kann dies durch eine sich dndernde Infektionsrate r erklaren. Das Immunsystem wird
im Winter schwécher und somit ist der Mensch anfélliger fiir Krankheiten. Die Infektionswahr-
scheinlichkeit nimmt also zu.

Approximiert man alle 17 Werte, so kann man die Reproduktionsrate der Grippe schéitzen.
Diese betragt ungefahr 1,4 und ist somit wesentlich kleiner, als die der angegebenen Infekti-
onskrankheiten in Tabelle 2.1. Dass die Krankheit trotzdem jedes Jahr ausstirbt, ist wieder

durch eine sich andernde Infektionswahrscheinlichkeit zu erklaren.
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3 Das Ross-Malaria-Modell

3.1 Modellierung

Der Unterschied von Malaria in Bezug auf die Infektionskrankheiten, die durch das SIR-Modell
in Abschnitt 2 modelliert werden, ist, dass Malaria nicht innerhalb einer Population iibertra-
gen werden kann. Fiir die Infizierung wird eine Moskito-Ubertriagerpopulation benétigt. Wir
werden uns hier nur auf die auf den Menschen iibertragbare Malaria beschranken.

Malaria wird nur von weiblichen Moskitos {ibertragen, da nur diese zur Ausbildung der Eier
Blut saugen. Damit ein weiblicher Moskito Malaria iibertragen kann, muss er sich bei einem
erkrankten Menschen durch einen Stich infizieren. Der Erreger Plasmodium wird dabei mit
dem Blut in Form von Gametozyten aufgenommen. Diese entwickeln sich nach der Verschmel-
zung im Darm des Moskitos zu einer Ozyste, die bis zu 1000 Sporozoiten freisetzen kann. Die
freigesetzten Sporozoiten wandern dann in den Speichel des Moskitos. Beim erneuten Stich
eines Menschen werden diese Erreger mit dem Speichel, der auch Gerinnungshemmer enthélt,
in das Blut injiziert.

Der Zyklus im Moskito dauert etwa 8 bis 16 Tage. Das werden wir an dieser Stelle ver-
nachlédssigen und stattdessen annehmen, dass der Moskito nach dem Stich eines infizierten
Individuums sofort infektios ist und ein Mensch beim erneuten Stich mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit infiziert wird.

Auch im Menschen muss der Einzeller verschiedene Stadien vom Sporozoiten zum Game-
tozyten durchlaufen, bevor er wieder infektios fiir ein Moskito ist. Auch diese Inkubationszeit
werden wir vernachléassigen und stattdessen ebenfalls annehmen, dass der Mensch sofort in-
fektios ist und die Infektion beim Stich mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit erfolgt. Des
Weiteren werden wir annehmen, dass die Grofse der beiden Populationen konstant ist.

Sei im Folgenden M die Grofe der weiblichen Moskitopopulation und N die Gréfe der
menschlichen Population sowie X7 die Anzahl der gesunden menschlichen Individuen, X5 die
Anzahl der infizierten menschlichen Individuen, Y7 die Anzahl der gesunden und Y5 der Anzahl
der infizierten weiblichen Moskitos.

Ist dann a die Stichrate, d.h. die durchschnittliche Anzahl von Stichen bei Menschen von
einem weiblichen Moskito pro Zeiteinheit, so gibt es pro Mensch pro Zeiteinheit % Stiche.
Von diesen Stichen sind dann %% infektios. Sei weiter b die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein
Mensch bei einem Stich eines infizierten Moskitos mit Malaria infiziert. Dann wéchst die Anzahl

der infizierten menschlichen Individuen mit ‘“’TM%XL Dabei ist a%w =: « die Infektionsrate

vom Moskito zum Menschen. Gleichzeitig nimmt X; um den gleichen Faktor ab. Sei r die
Gesundungsrate fiir den Menschen. Wir kénnen exakt wie in Abschnitt 2.1 folgern, dass % die
erwartete Infektionsdauer ist. Die Anzahl der kranken menschlichen Individuen nimmt dann
um —rXs ab und die Anzahl der gesunden menschlichen Individuen mit r X5 zu. Wir erhalten

also fiir die menschliche Population die Differentialgleichungen

. Y;
X1 = —QMQXl-l-TXQ
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. Y:
X2 = OLM2X1 - T‘XQ.
Wir sehen, dass diese Differentialgleichungen linear gekoppelt sind. AuRerdem gilt X;+Xs = 0.
Somit ist die Grofse der menschlichen Population auch wirklich konstant. Damit gilt X; =

N — X5 und wir kénnen uns auf die Differentialgleichung

X, = a% (N — X3) — rX,
beschrénken.

Es gibt auferdem pro Zeiteinheit aY; Stiche von gesunden weiblichen Moskitos. Von diesen
Stichen sind a%Yl infektios. Sei v die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein gesunder weiblicher
Moskito bei einem Stich eines infizierten Menschen infiziert. Die Anzahl der infizierten weibli-
chen Moskitos wéchst dann mit av%Yl. Die Anzahl der gesunden weiblichen Moskitos nimmt
mit demselben Faktor ab. Der Faktor ay =: § ist die Infektionsrate vom Menschen zum Mos-
kito. Wir nehmen an, dass die weiblichen Moskitos mit einer konstanten Sterberate p sterben.
Da wir annehmen, dass die Population konstant bleibt, wachst die gesunde weibliche Moski-

topopulation mit derselben Rate. Wir erhalten somit die Differentialgleichungen

- X
Vi = BN Y
- X
Yo = 8 WQYI — uYo.
Wir sehen wieder, dass die Differentialgleichungen linear gekoppelt sind und Y; + Ya = 0 gilt.

Damit bleibt die Gesamtpopulation der weiblichen Moskitos konstant und es gilt Y1 = M —Y5.

Wir kénnen uns daher auf die Differentialgleichung
. X
Yy = B350 (M —Ya) — ¥

beschranken.

Wir werden nun die Differentialgleichungen wie in Abschnitt 2.1 normieren. Dazu setzen

wir z = % und y := % Dann folgt

Lo X
TN
1 Y-
— N(QA;(N—XQ)—rXQ)
= ay(l—z)—rz
und
o
NV
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= % (5);; (M —Ys) - Myz)

= Pr(l-y) -y
Wir erhalten, wie in [4, S. 55] und &hnlich wie in [5, S. 115] und [9, S. 141] das Anfangswert-

problem

t=ay(l—2x)—rx
y=pr(l—y)—py ()

2 (0) =20, ¥(0) =10

1—
1—

In [5] und |9] wurde die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Moskito beim Stich eines infizierten
Menschen infiziert als 1 angenommen. Somit fehlt der Faktor v. Wir haben diese Infektions-
wahrscheinlichkeit aber wie in [4] nicht vernachléssigt, da wir damit unter anderem auch die

vernachlissigte Inkubationszeit modellieren.

3.2 Losbarkeit

Die rechte Seite des Problems (5) ist stetig differenzierbar. Somit folgt mit Satz 1, dass die
rechte Seite einer lokalen Lipschitzbedingung gentigt. Das Problem ist also eindeutig losbar.

Wir wollen nun wieder nachpriifen, ob die Loésung fiir positive Anfangswerte auch positiv
bleibt. Seien xg, yo > 0. Angenommen es existiert ein t; > 0, sodass x (t1) < 0. Wir betrachten
zunachst den Fall ¢ > 0. Dann muss aufgrund der Stetigkeit von x ein 0 < t5 < t; existieren,
sodass z (t2) = 0 und z (t) < 0 fiir t € (¢1,t1 +€1) und ein &1 > 0. Es sei ¢t minimal gewéhlt
mit dieser Eigenschaft. Wegen

0>zx(t) = m(tg)—i-/ta'C(T)dT

to

= /t::'v(T)dT

t
= / ay(r)(1—z (1)) —rx(r)dr

to
und «a,r > 0 sowie 0 > x (t) fir ¢t € [ta,t2 +e1) folgt y (¢) < 0 fur ¢ € (¢1,t1 + €1). Daraus
folgt aufgrund der Stetigkeit von y, dass y (t3) = 0 fiir ein 0 < t3 < t9 ist. Angenommen, es
ist to = t3. Dann gilt y (t2) = z (t2) = 0. Die Funktionen x und y sind dann ein Losung des
Anfangswertproblems

t=ay(l—z)—rzx

y=pr(l—y)—pmy

T (tg) = 0, Yy (tQ) =0.

Dieses Anfangswertproblem hat aber ebenfalls die Losung = 0 und y = 0. Aus der Ein-

deutigkeit der Losungen ergibt sich ein Widerspruch, da g > 0 angenommen war und somit
x # 0 gilt.
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Es ist also ty > t3. Es folgt dann mit einer analogen Argumentation wie oben, dass = (t) < 0
fir t € (t3,t3 + e3) und ein €3 > 0 sein muss. Dies ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass
to minimal gew&hlt war mit dieser Eigenschaft. Somit bleibt z (t) > 0 fiir g > 0 und ¢ > 0.
Analog erhélt man y (t) > 0 fiir yo > 0 und ¢ > 0.

Sei nun xg = 0. Ist yg = 0. Dann hat das Anfangswertproblem (5) die Losung = = 0 und
y = 0. Aufgrund der lokalen Lipschitzbedingung ist diese Losung eindeutig.

Sei also yg > 0. Dann ist & (0) = ay > 0 und somit auch & (¢) > 0 fiir ¢ € (0,¢) und ein
€ > 0. Es ist dann

z(t) = x(O)—l—/Otﬂ'c(T)dT
= /Otg'c(T)dr>O

fir ¢ € (0,¢). Fiir ein & > 0 gilt dann auch y(¢t) > 0 fir ¢ € (0,&'). Es existiert dann
t* € (0,min{e,e'}), sodass z (t*) > 0 und y (¢*) > 0. Wir koénnen dann analog wie im Fall
xo > 0 argumentieren und erhalten damit auch x (¢) > 0 fiir ¢ > 0.

Im Fall yo = 0 kann man analog argumentieren. Die Losung des Modells ist somit fiir

positive Anfangswerte positiv und ergibt aus biologischer Sicht Sinn.

3.3 Gleichgewichtspunkte und Stabilitat

In diesem Abschnitt orientieren wir uns an Kapitel 3.1.3 und Kapitel 3.1.4 in [4]. Wir wer-
den zunichst die Gleichgewichtspunkte des Systems (5) berechnen. Wir miissen dafiir das

Gleichungssystem

16sen.

Ist y = 0, so folgt aus der ersten Gleichung wegen r > 0, dass x = 0 ist. Ist x = 0, dann
folgt aus der zweiten Gleichung y = 0. Ein Gleichgewichtspunkt ist also das krankheitsfreie
Gleichgewicht (0,0).

Seien nun x # 0 und y # 0. Aus der ersten Gleichung folgt dann

B rT
YT (1—-2x)
und aus der zweiten folgt
_ _Pe
Y= Bet
Wir miissen also die Gleichung
rT Bx

a(l—ux) :ﬁx—l—u
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16sen. Aus dieser folgt

a_p  aBb_ 4
x:’l' B:Tg ﬁ

a

T+1 %E+E

Wir sehen, dass dieses Gleichgewicht fiir %g < 1 und positive Anfangswerte nicht erreicht
werden kann. Es existiert also kein endemisches Gleichgewicht fir %% < 1. Wir definieren
ahnlich wie in [5, S. 116] und [9, S. 144]

af _Mahy
ru N T

und kénnen somit vermuten, dass R eine dhnliche Bedeutung wie R in Kapitel 2 hat. Wir
nennen auch in diesem Fall R Reproduktionsrate. In [4] kommt dieser Parameter ebenfalls als
Schwellenwert vor, wird jedoch nicht explizit als R definiert.

Damit wird die erste Komponente des Gleichgewichtspunktes zu

e R-1
R+”
W

Wir berechnen nun die zweite Komponente des Gleichgewichtspunktes. Setzen wir x* in die

zweite Gleichung ein, so erhalten wir, wie in [4, S. 61],

. _ BR—-1)
BR-1)+pu(R+2)
R-1
R-1+4(R+2)
R-1
R+%
.

Die erhaltenen Gleichgewichtspunkte (0,0) und (z*, y*) werden wir wieder zunéchst auf lokale
Stabilitdt mit dem Satz iiber die linearisierte Stabilitdt (siehe [3, S. 228]) untersuchen. Damit
kénnen wir unsere Vermutung, dass R ein Schwellenwert fiir die Stabilitdt der Gleichgewichts-
punkte ist, iiberpriifen.

Wir definieren zunéchst

Damit folgt
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Wir iiberpriifen als Erstes den Gleichgewichtspunkt (0,0). Es gilt

£(0,0) = !6 _J.

Wir erhalten damit das charakteristische Polynom

x(A) = (A+r)A+p)—afb
= M4+ r+p) A+ (rp—ap)
Mt (r+pA+ru(l—R).

Die Eigenwerte ergeben sich damit zu

2
)\172:7‘—’2_”:&\/(7“_2#) +ru(R—1).

Nach dem Satz iiber die linearisierte Stabilitét ist der Gleichgewichtspunkt (0, 0) asymptotisch

stabil, falls die Eigenwerte einen negativen Realteil haben und instabil, falls sie einen positiven
2 2
Realteil haben. Ist % +ru(R—1) < 0, so ist \/% + 7 (R — 1) imagindr und der
2
Realteil beider Eigenwerte ist negativ. Ist % +7ru(R—1) >0, so muss die Bedingung

2
r—|2—,u > \/(T—ZM) +ru(R—1)

erfiillt werden. Diese ist wegen r, u > 0 dquivalent zu der Bedingung
0>ru(R—-1).

Diese Bedingung ist genau dann erfiillt, wenn R < 1 ist.

Nun iiberpriifen wir den Gleichgewichtspunkt (z*,y*). Es ist

[ R-1 R-1
—o -7 afll—-——=
1ok ok R+? R‘i‘ﬁ
fr@sy) = H
8 L _R-1 _ﬁR—l_
R+¢2 R+2 :
[ R-1 P+t
B ar—p
ﬂ%+1 _R-1_
| R+ % M%+1 s
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— ﬁ ﬁ -
_r(%+1)ﬁ . Lt
B B
- it (1)
g i+l w(l+1)e
8 ]
I %(ﬁ“) ]

Wir erhalten das charakteristische Polynom

B o
r(e+1)8 u(7+1);
X(A) =\ + (6+1>“+ Z+1 A+pr(R—1)
m T

8 B a
r(e+1)8 n(5+1)8
g w1

. Damit erhalten wir die Eigenwerte

und definieren p := [_

p p?
= 44/% 4+ ur(1-R).
)\1,2 5 \/ 1 ur ( R)

Der Realteil muss fiir asymptotische Stabilitdt wieder negativ sein. Dies ist der Fall, wenn
% + pr (1 — R) < 0 ist oder andernfalls

2
p p
— >/ — 1—R).
5 \/ 7 THr(l—R)
Denn p ist positiv, da alle Parameter positiv sind. Die Bedingung ist dquivalent zu
0>pur(1—R).

Sie ist erfiillt fir R > 1.

Unsere Vermutung hat sich somit bestéatigt. Die Reproduktionsrate kann man, obwohl sie
rein mathematisch hergeleitet wurde, intuitiv leicht verstehen. Ein grofe Anzahl Moskitos pro
Mensch % ist gut fiir die Ausbreitung der Krankheit. Dies gilt ebenfalls fiir die Stichrate sowie
die Infektionswahrscheinlichkeiten. Diese Parameter erh6hen den Wert von R. Dagegen bremst
eine kurze Heilungsdauer sowie eine kurze Lebenserwartung der Moskitos, das heifst eine hohe
Gesundungs- sowie Sterberate, die Ausbreitung der Krankheit. Diese Parameter verringern R.

Wie man sieht, geht die Stichrate quadratisch in die Reproduktionsrate ein. Daraus kann
man schlussfolgern, dass es besonders wichtig ist, sich vor Stichen zu schiitzen, um Malaria an
der Ausbreitung zu hindern.

Wir werden nun die globale asymptotische Stabilitdt der Gleichgewichtspunkte fiir die
biologisch relevanten Anfangswerte zeigen. Diese befinden sich im Quadrat @ := {(m,y) €
R2 |0 <2 <1,0<y< 1}. Zum besseren Verstdndnis der Argumentationen werden wir

Phasenportraits verwenden.
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Wir haben bereits zwel Isoklinen bestimmt. Die Isokline fiir # = 0 lautet

rox
= F = —
Y 1(@) al—-zx
und die fiir y = 0 lautet
Bx
Y 2 (@) B+ p

Durch diese Isoklinen wird ) in mehrere Bereiche aufgeteilt. Das Verhalten der Losung in
diesen Bereichen wollen wir untersuchen und damit die globale asymptotische Stabilitat der
Gleichgewichtspunkte fiir die entsprechenden Werte von R zeigen.
Wir betrachten zunéchst den Fall R < 1. Es gilt
Fl(z) = ;(1—1:(:)2 und
Bu

BT G

Damit haben wir Fy (0) = £ und F; (0) = % Wegen % = R < 1folgt = > % Es ist aufierdem
F, (0) = 0 = F»(0). Daraus folgt

F(x) = Fl(O)—i—/OzF{(x)dx

> Fl(O)—i—/OIFQ'(x)d:C
= F(x)

fiir eine Umgebung rechts von 0. Angenommen, Fj (x) wiirde kleiner als Fy (z) fiir ein positives
2. Dann miissten sich die Isoklinen aufgrund der Stetigkeit schneiden. Es gibt aber keinen
Schnittpunkt fiir positives « und y im Fall R < 1. Damit bleibt insbesondere F () > F (x)
fir alle x € (0,1]. Die Menge @ wird somit durch die Isoklinen in drei Gebiete eingeteilt.
Man kann dies in Abbildung 3.1 sehen. Wir wollen im Folgenden das qualitative Verhalten der
Losung in den jeweiligen Gebieten, dass man schon fiir den konkreten Fall in Abbildung 3.1
erkennen kann, allgemein zeigen.

Wir beginnen mit dem Gebiet oberhalb der Isokline Fi, also mit der Menge S := {(m, y) €

Qly> Li}. Es gilt dann fiir (z,y) € S; wegen = # 1

al-zx

P> a——2 (1—z)—rz=0 und
al —=x
g o< pr(1-2 1)l
rl—x al —x
2
r T rox
= Bz —fB— s
al —=x al—=x
rox
< — u— 6
< Br—po— (6)
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Abbildung 3.1: Phasenportrait und Isoklinen fiir a = 1,6 =1,u=2,r =2

< Br—p-a
«

- (-4)s
(6%

< 0,

denn entweder ist = 0 oder x > 0. Fiir x > 0 gilt dann (ﬁ — %) x < 0,denn R < 1 ist
dquivalent zu § — £ < 0.

Die Losung y ist also streng monoton fallend und 2 streng monoton wachsend fiir (x,y) €
Si. Ist > 0, so wird die Ungleichung in Schritt (6) strikt und y ist somit auch auf der Isokline
fir x > 0 streng monoton fallend. Somit schneidet die Losung (z,y) fiir ein endliches t* die
Isokline F7, denn wegen & > 0 kann die Losung nicht in S7 gegen (0, 0) konvergieren. Fiir eine
Umgebung rechts von t* verlauft die Losung dann in Sy := {(:U, y) €Q | ijiu <Y< o1

Das Verhalten der Losung in Sy wollen wir nun untersuchen. Es gilt fir (z,y) € So

, rox
T < aal_m(l—x)—m‘—o und
) Bx ) Bx

< 1- -
Y ﬁm( Be+p) MBevp

_ B2a? Bux
N ﬁx_ﬁx+u_ﬁx+/~t
B%a? + Bux — [*2? — Pux
pr + p

= 0.

Somit sind sowohl z als auch y streng monoton fallend in So. Aufserdem verbleibt die Lésung in
So wegen g < 0 fiir y = Fy (z) und & < 0 fiir y < = 1%, also insbesondere fiir y = ﬁfiu’ in So.
Die Losung konvergiert somit gegen (0, 0). Wiirde sie gegen einen anderen Punkt konvergieren,
so miisste fiir diesen Punkt £ = 0 und y = 0 gelten, wie wir in Abschnitt 2.4 gezeigt haben.
Dies ist aber nicht méglich, da (0,0) der einzige Punkt mit dieser Eigenschaft fiir R < 1 ist.

Wir kénnen mit einer analogen Argumentation wie fiir die Menge Sp folgern, dass ¢ > 0 und

29



Abbildung 3.2: Verldaufe der Losungen fir « = 1,5 = 1,r = 2, u = 2, links: Anfangswerte in
S1, mittig: Anfangswerte in Ss, rechts: Anfangswerte inS3

{@yeqly<s

die Isokline F5 schneidet und danach in Sy verlauft.

& <0 fir (z,y) € S3 :=

} ist und somit die Lésung fiir ein endliches t*

Fiir Anfangswerte in S7 wéchst also x zunéchst bis auf ein Maximum, fiir das y = F (z)
gilt, und konvergiert danach streng monoton fallend gegen 0. Die Losung y konvergiert streng
monoton fallend gegen 0. Fiir Anfangswerte in S3 wéchst y bis auf ein Maximum mit der
Eigenschaft y = F5 (z) und konvergiert danach streng monoton fallend gegen 0. Die Losung x
konvergiert von Anfang an streng monoton fallend gegen 0. Liegen die Anfangswerte in Ss, so
konvergieren beide Losungen streng monoton fallend gegen 0. Fiir den konkreten Fall ist dies
in Abbildung 3.2 zu sehen.

Nun betrachten wir den Fall R > 1. In diesem Fall wollen wir die globale asymptotische
Stabilitdt von (z*,y*) fir die Menge @' := @ \ {(0,0)} zeigen. Es gilt zunéchst F (0) =
=< g = F} (). Damit folgt, dass fiir eine Umgebung rechts von 0 F, () > Fj (x) ist. Da
Fi(z) = oo fir £ — 1 und Fs (z) — 5’%“ fir x — 1 folgt, dass sich F; und Fy schneiden
miissen. Diesen Schnittpunkt haben wir bereits als endemisches Gleichgewicht bestimmt. Die
Menge () wird also in diesem Fall in 4 Gebiete eingeteilt. Fiir den konkreten Fall kann man
dies in Abbildung 3.2 erkennen.

Wir werden nun wieder das Verhalten der Losung in den einzelnen Gebieten

Bz T }
ST = T,y) € > falls x < z*, >—7 falls z > z*
= {@wealys y>
rox Bx
Sy = ) € < — <y <
9 {wy Qlz<z* o1 <Y Bxﬂt}
T Bx
S x,y) € x> x* >
3 { y) €Q | ol -z Y7 5 +u}
Sy (r,y) €Q |y < pe ,falls:z:<m*,y<£i,fallsngn*
Bx + al—=x
untersuchen.
Wir beginnen mit der Menge S;. Sei also (x,y) € S1. Dann gilt insbesondere auch y > £ %

und es folgt wegen x # 1

> a—

r x

al —=x

(1—2)—rz=0.
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Abbildung 3.3: Phasenportrait und Isoklinen fiir « =4, =4, u=1,r=1

Auferdem gilt y > =22 und damit folgt

Bx+p
. Bx Bux
o< b (1_ ﬁx+u> C Brtp
_ e 32 Bux

CBr+p Brtp
B2a? + Bux — %2? — Bux
B+ p

= 0.

Damit ist « streng monoton wachsend und y streng monoton fallend in S;. Wegen der Ein-

deutigkeit kann die Losung fiir Anfangswerte ungleich (z*, y*) den Gleichgewichtspunkt nicht

schneiden. Ist also die Losung in S1, so konvergiert sie entweder gegen den Gleichgewichtspunkt
rT_T

(z*,y*) oder sie schneidet eine der Isoklinen wegen & < 0 fiir y > =%, also insbesondere

auch fiir y = F5 () und x < z* sowie

y = Brx(l-y)—py

rox rox
- ﬁx(l_al—a)_'uozl—x
= ﬁ(aﬁ(l—x)—ﬂm)

i (@B —a") — Bra) (™)

fir y = Fy () und = > z*.
Wir betrachten nun das Verhalten in S. Es gilt dort & > 0, da y > =% und

Bz > Bux

v ﬁx(l_ﬁxﬂt B tp

=0
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Abbildung 3.4: Verldufe der Losungen fiir a« = 4,8 = 3,7 = 1,u = 1, oben links: Anfangs-
werte in S, oben rechts: Anfangswerte in Sy, unten links: Anfangswerte in S3, unten rechts:
Anfangswerte in Sy

Bx
Br+p”
y > 0 fir y = Fy (z) und = < z* erhalten. Aufierdem wissen wir schon, dass © > 0 ist fiir

wegen y < Auferdem gilt in Schritt (7) fiir z < x* genau das Gegenteil, womit wir
y = Fy () und x < z*. Daraus folgt, dass die Losung in S bleibt. Die Losungen x und y sind
also streng monoton wachsend, da sie So nicht mehr verlassen kénnen, und beschriankt durch
z* und y*. Somit miissen sie gegen einen Punkt konvergieren. Wie wir in Abschnitt 2.4 gezeigt
haben, muss fiir so einen Punkt die Ableitung 0 sein. Dies ist nur fiir (z*,y*) der Fall.

Mit analogen Argumenten kann man zeigen, dass die Losung in S3 gegen den Gleichge-
wichtspunkt (z*, y*) konvergiert und die Losung in Sy entweder gegen den Gleichgewichtspunkt
konvergiert oder eine der Isoklinen schneidet.

Wir haben damit die globale asymptotische Stabilitit von (z*,y*) in Q' fiir R > 1 gezeigt.
Den Verlauf der Losungen fiir die Anfangswerte in den verschiedenen Gebieten kann man in
Abbildung 3.4 erkennen.

Zuletzt betrachten wir wieder den Fall R = 1, fiir den wir durch den Satz iiber die linea-
risierte Stabilitét keine Aussage erhalten. Es existiert in diesem Fall als Gleichgewichtspunkt
wieder nur das krankheitsfreie Gleichgewicht (0,0). Es ist dann zwar F| (0) = F} (0), aber fiir
x > 0 gilt %:p—l—l > 1—x. Wegen R = 1 folgt dann g—‘é (%:U + 1) > 1—x und dies ist dquivalent
s > ﬁf_fu, das heifst Fy () > Fy (x) fiir x > 0. Somit haben wir die gleiche Situation,
wie flir R < 1 und damit folgt auch in diesem Fall die globale asymptotische Stabilitdt von
(0,0).
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4 Ausblick

Es gibt mittlerweile unzéhlige Modelle fiir verschiedene Infektionskrankheiten. Man versucht
auf verschiedene Arten die Modelle besser an die Realitat anzupassen.

Zum einen kann man beispielsweise eine Altersabhingigkeit einfiihren. Dies wiirde aber den
Rahmen der gewohnlichen Differentialgleichungen verlassen, da die Losungen dann zuséatzlich
vom Alter abhéngen und wir somit partielle Differentialgleichungen untersuchen miissten.

Des Weiteren kann man beispielsweise bei einem Malaria-Modell die Inkubationszeit im
Moskito miteinbeziehen. Dies fiihrt auf Differentialgleichungen mit nacheilendem Argument.

Es kann zu den Klassen S, I und R aufserdem noch eine Klasse E eingefithrt werden,
mit der die Inkubationszeit modelliert wird. Das Infektionsverhalten ist dann allerdings nicht
mehr bilinear in S und /I (siehe [5, Kapitel 3]). Das Verhalten der Lésung kann dann wesentlich
komplexer werden.

Generell kann man die Krankheiten noch detaillierter modellieren. Das Hauptproblem ist
dann allerdings, dass mehr unbekannte Parameter hinzukommen. Wir haben in Abschnitt 2.5
bereits gesehen, wie schwer es ist, die relativ wenigen Parameter fiir das einfache endemische
SIR-Modell zu bestimmen. Somit sind diese Modelle dann in der Praxis nur schwer einzusetzen

und eher unter mathematischen und qualitativen Gesichtspunkten interessant.
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Octave-Skripte -und Funktionen

Die Abbildungen wurden komplett mit Octave 3.6.2 erstellt. Dafiir wurden einige Skripte be-
nutzt, die hier aufgefiithrt sind. Fiir die numerische Losung der Differentialgleichungen wurden
explizite Runge-Kutta-Verfahren mit und ohne Schrittweitensteuerung verwendet. Der An-
hang r im Funktionsnamen steht dafiir, dass diese Funktion zusétzlich die Infektionsrate als
Input-Parameter erwartet. Dies ist fiir die Bestimmung der Infektionsrate durch das Minimie-
rungsproblem notwendig. Es wurden auch Funktionen verwendet, die diesen Parameter nicht

erwarten. Diese werden aber hier nicht zusétzlich aufgefiithrt, da der Inhalt fast identisch ist.

/Dieses Skript schaetzt die Parameter des SIR-Modells fuer gegebene
AWerte der Klasse I und stellt das Ergebnis anschliessend

Jgraphisch dar.
I1=71;

nr=5;

l=nr;

tmessungen=[1:17];

messungen=[95,142,250,500,2000,3500,4300,5500,6000,4800,3600,3000,
2200,2300,1200,850,500];

infected=ninf2tinf (tmessungen ,messungen ,1.75016);
ym=infected (1l:nr);
tm=round ((1/length(ym))*[1:1length(ym)]*N);

g=0(x) O;
s=sqp ([0.000025,190000,5] ,’phi’,g,’min’);

close all

plot (1*tm/N,ym, %) ;
hold on;

[t,ul=rk_step_r(’endemic_SIR_mit_r’,[0,20],[s(2);I1;s(3)],1e-9,s(1));

plot (t,u(2,:));

tr=[nr+1:17]1;

yr=infected(nr+1:emnd);

plot (tr,yr,’r*x’);

legend (’reale Werte, vor, Simulation’,’simulierter ,Verlauf’,[’realey’
‘Werteynach’]

Simulation’?);

xlabel (’t/Wochen?);

ylabel(’AnzahluinfizierteuPersonen’);
#Diese Funktion berechnet aus den Neuinfektionen die Gesamtzahl der

AInfizierten

function tinf=ninf2tinf (t,ninf, a)
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tinf=zeros(1,length(ninf));
dist=diff (t);
cumdist=cumsum(dist);
for i=1:1length(ninf)
tinf (i)=ninf (i)+sum(exp(-a*cumdist(i-1:-1:1)).*ninf (1:i-1));

end

Wenn von der sqp-Methode zu grofie Werte fiir r gewéhlt werden, kann es dazu kommen, dass
beim l6sen der Differentialgleichung Fehler auftreten und in manchen Eintrdgen nan-Werte
auftauchen. Um dies abzufangen wird in der folgenden Funktion darauf getestet und in diesem
Fall ein extrem hoher Wert zuriickgegeben.

/Diese Funktion wird mit der sqp-Funktion minimiert
function y=phi(x)

nr=5;

N=200;

a=0;

l=nr;

I0=71;

tmessungen=[1:17];

messungen=[95,142,250,500,2000,3500,4300,5500,6000,4800,3600,3000,
2200,2300,1200,850,500];

infected=ninf2tinf (tmessungen ,messungen ,1.75016) ;

ym=infected (l:nr);

tm=round ((1/length(ym))*[1:1length(ym)I*N);

[h,t,ul=exprk_r(’endemic_SIR_mit_r’,but(4),a,[x(2),I0,x(3)],N,1,x(1));

if sum(isnan(u(2,tm))) >0
y=1e9;

else
y=norm(u(2,tm)-ym,2);

end

/Diese Funktion realisiert die rechte Seite des SIR-Modells.

JEs erwartet zusaetzlich die Infektionsrate r als Eingabeparameter

function y=endemic_SIR_mit_r(t,x,r)
b=0.00016;
a=1.75;

y=[b*sum(x)-r*x(1)*x(2) -b*x (1) ;r*x(1)*x(2) -a*x(2) -b*x(2);a*x(2) -b*x(3)];

JErplizites Runge-Kutta-Verfahren. Zusaetzlich erwartet es den

/Parameter T

function [h,t,ul=exprk_r (fun,but,t0,y0,N,1,r)
n=length (y0);

h=1/N;

t(1)=t0;
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u(:,1)=y0;
[s,s1]=size(but);
if (s”=s1) error(’Butcher array is, not,square’); end;

s=s-1;

for i=1:N
for j=1:s
bk=zeros(n,1);
for m=1:j-1
if but(j,m+1)7=0
bk=bk+but (j,m+1)*k(:,m);
end;
end;
k(:,j)=feval (fun,t(i)+but(j,1)*h,u(:,i)+h*bk,r);
end;
t(i+1)=t(i)+h;
u(:,i+1)=u(:,i)+h*xk*but(s+1,2:s+1) ’;

end;
function [t,ul=rk_step_r(fun,tspan,y0,tol,r)

b=[0;1/4;3/8;12/13;1;1/2];

A=[0,0,0,0,0,0;

1/4,0,0,0,0,0;

3/32,9/32,0,0,0,0;
1932/2197,-7200/2197,7296/2197,0,0,0;
439/216,-8,3680/513,-845/4104,0,0;
-8/27,2,-3544/2565,1859/4104,-11/40,0];
c1=[25/216,0,1408/2565,2197/4104,-1/5,0];
c2=[16/135,0,6656/12825,28561/56430,-9/50,2/55];
p=5;

a=tspan(2)-tspan(1);
t0=tspan (1);
i=1;
t=t0;
h=a/2;
u=y0;
k=zeros (length(y0) ,1);
while t(i)<tO+a & t(i)+h>t (i)
if t(i)+h>t0+a
h=t0+a-t(i);
end
for m=1:p+1
temp=zeros (length(y0) ,1);
for n=1:m-1
temp=temp+A(m,n)*k(:,n);

end
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k(:,m)=feval (fun,t(i)+h*b(m) ,u(:,i)+h*temp,r);
end
phil=zeros(size(u)(1),1);
phi2=zeros(size(u) (1) ,1);
for m=1:p
phil+=c1l(m)*k(:,m);
end
for m=1:p+1
phi2+=c2(m)*k(:,m);
end
tau=norm(phi2-phil);
nu=norm(u(:,i))+1;
if tau<=tolx*nu
t(i+1)=t(i)+h;
u(:,i+1)=u(:,i)+h*phi2;
i=i+1;
end
if tau<=tol*nu/2|tau>tol*nu
h=h*(tol*nu/tau)~(1/p);
end

end

ADieses Skript erstellt ein Phasenportrait mit eingezeichneten
AIsoklinen fuer das Ross Malaria Modell
close all

alpha=5;

beta=1;

r=1;

mu=5;

[x,y]l=meshgrid (0:0.1:1);
dx=alpha*y.*(1-x)-r*x;
dy=betax*x.*(1-y)-muxy;
quiver(x,y,dx,dy);

axis ([0,1,0,1]1);

hold on

x2=1linspace (0,1,1000);
y2=(r/alpha)*x2./(1-x2);
y3=beta*x2./(beta*x2+mu) ;

plot (x2,y2)

plot (x2,y3)

xlabel (’x?)

ylabel (’y?)

4 Single Shooting Method
function [h,t,y,s,z]=shooting(funct,but,a,n,y0i,y0,s0i,s0,yli,y1,N,1,ds,tol)

maxit=50;
u0=zeros(n,1);
u0 (y0i)=y0;
s(1,:)=s0;
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z=0;
for i=1:maxit
u0(s0i)=s(i,:);

[h,t,yl=exprk (funct ,but,a,u0,N,1);
F=y(yl1i,N+1)-y1;
if norm(F,2)<tol break; end
dF=zeros (length(yl),length(s0));
for j=1:length(s0)

u02=ul;

102 (s01i(j))=u02(s0i(j))+ds;

[h,t,ul=exprk (funct ,but,a,u02,N,1);
dF (:,j)=((u(y1i,N+1)-y1)-F)/ds;

end
x=dF\(-F);
s(i+1,:)=x’+s(i,:);
z=1;

end

y=y(y1i,:);

/Die rechte Seite des Ross Malaria Modells

function y=malaria(t,x)
a=4;
b=3;
r=1;

my=1;

y=la*x(2)*(1-x (1)) -r*x (1) ;b*x (1) *(1-x(2)) -my*x(2)];
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