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Differentialgleichungen I
11. Ubungsblatt

Abgabe bis zum 23. Januar, 12:10 Uhr, vor der groBen Ubung.

Aufgabe 1: 3 Punkte
In der Vorlesung wurde das Lemma von GRONWALL in der folgenden Form bewiesen:

Sei T € RTU{oo}, to € [0,T),a,b € L>®(to, T) und X € L(tg, T), \(t) >0
fiir fast alle ¢ € (t9, 7). Dann folgt aus
t
a(t) <b(t)+ | A(s)a(s)ds f. . in (to,T)

to

fiir fast alle ¢t € (t9,T)
t
a(t) < b(t) + / AO=AE N (5)b(s)ds

to

wobei A(t) := ftto A(T)dT.

(i) Konstruiere ein Gegenbeispiel zu der Aussage des GRONWALL’schen Lemmas
fiir den Fall, dass A negativ ist.

(ii) Zeige eine entsprechende Aussage fiir den Fall, dass ¢t < t ist.

Aufgabe 2: 3 Punkte
Betrachte die folgende Version des Satzes von PICARD-LINDELOF aus der Vorlesung:

Sei X ein BANACH-Raum. Die Funktion f : [0,7] x X — X sei stetig und
im zweiten Argument LIPSCHITZ-stetig, so dass es ein L > 0 gibt, so dass
fiir alle ¢ € [0,7] und alle v,w € X

1 (t,0) = f(t, w)|| < Lilv — w]
gilt. Dann besitzt das Anfangswertproblem
ul(t) = f(tau(t))a te [OaT]a u(tO) = Uug (1)

fiir (tg,up) € [0, T] x X auf dem gesamten Zeitintervall genau eine Losung
u € CH[0,T]; X).



In dieser Aufgabe soll es um die Stabilitéitseigenschaften eines solchen Problems ge-
hen. Zeige die folgenden Behauptungen.

(i) Unter den Voraussetzungen des zitierten Satzes sei u die globale Losung von
(1) zum Anfangswert ug € X. Dann gibt es auch eine globale Losung v zum
beliebigen Anfangswert vy € X und es gilt fiir alle ¢ € [0, 7]

lu(t) = w()l] < "N lug — wo]| < €T Jlug — o

(ii) Seien fiir die rechten Seiten f,g : [0,7] x X — X die Voraussetzungen des
zitierten Satzes mit den Konstanten Ly und L, erfiillt. Dann gibt es globale
Losungen u, v von (1) zu der selben Anfangsbedingung up € X und es gilt fiir
alle t € [0, 7]

lu(t) = v(®)|| < [t — tolem™mErLadlt=tol  sup || £(t, w) — g(t, )|
te[0,T),weX

< Tl LT sup || f(t,w) — g(t, ).
te[0,T],weX

Aufgabe 3: 3 Punkte
Betrachte (> = {v = (vn)flo:l‘Hngoo = sup,, |v,| < oo}. Sei weiter p € (0,1) und

die Folge (a,)5; rekursiv definiert durch a; := 1 und a,+1 := pa, + 1. Betrachte die
Abbildung F : £*° — (>, gegeben durch

(F(v)1 =0, (F(v))nt1:= anlonl”.
(i) Zeige, dass F' stetig ist.

(ii) Zeige, dass fiir ug € £*° die Losung des Anfangswertproblems

eindeutig ist.

(iii) Berechne die Losung des Anfangswertproblems (2) zu dem Anfangswert ug €
£ mit (ug); = a und (ugp), = 0 fiir alle n > 1.

(iv) Zeige, dass Losungen der Anfangswertprobleme (2) nicht stetig von den An-
fangswerten abhéngen.



